
Ì AN 3 Introduction à la topologie deR etC

La vie n’est bonne qu’à étudier et à enseigner les mathématiques.
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I. Suites de nombres complexes

1 � 4 Suites récurrentes couplées f

Étudier la convergence des suites réelles définies par x0 ∈R, y0 ∈R et

∀n ∈N , xn+1 = αxn −βyn et yn+1 = βxn +αyn

où α et β sont deux nombres réels donnés tels que α2 +β2 < 1.

2 � 4 Deux suites classiques ff

1. Soit (zn)n∈N vérifiant ∀n ∈N, zn+1 = 2zn − zn . Expliciter zn en fonction de n.

2. Soit (zn)n∈N une suite de nombres complexes vérifiant

∀n ∈N , zn+1 = zn +|zn |
2

Démontrer que (zn)n∈N converge.

3 � 4 Une suite à valeurs dansU fff

On pose zn = exp(i lnn) pour n ∈N∗. Montrer que (zn)n⩾1 diverge.

4 � 4 Un exercice plus théorique fff

Soit (zn) une suite complexe telle que

z2
n −−−−−→

n→+∞ 1 et ∀n ∈N, |zn+1 − zn | < 1

Montrer que la suite (zn)n∈N converge.

5 � 4 Géolocalisation en 2D fff

Soit (zn)n∈N ∈CN telle que ∀a ∈C, la suite ( |zn −a| )n∈N converge. Démontrer que (zn)n∈N ∈CN converge.

LLG . HX 6 2



2025-2026 Laurent Kaczmarek

II. Densité

6 � 4 Vers des rivages plus lointains ff

L’objectif de cet exercice est de prouver que l’ensemble B := {p
n −p

m ; (n,m) ∈N2
}

est dense dansR.

1. Soit ε> 0. Montrer qu’il existe un nombre réel b ∈B tel que 0 < b < ε.

2. Soit x et y deux réels tels que 0⩽ x < y . Déduire du 1. l’existence de b′ ∈B tel que x < b′ < y.

3. Comment conclure ?

7 � 4 Densité deZ
[p

2
]

dansR fff

On noteZ
[p

2
]

l’ensemble défini par
{

p +q
p

2; (p, q) ∈Z2
}
.

1. Justifier que ∀(n, x) ∈Z×Z[p
2
]
, nx ∈Z[p

2
]
.

2. Démontrer que, pour tout n ∈N,
(p

2−1
)n ∈Z[p

2
]
.

3. En déduire que ∀ε> 0, ]0,ε[∩Z[p
2
] ̸=∅.

4. Établir queZ
[p

2
]

est dense dansR.
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III. Indications

1 �

La relation de récurrence fait songer au calcul des parties réelle et imaginaire d’un produit de nombres
complexes.

2 �

Étudier parties réelles et imaginaires de (zn) au 1. Au 2., la suite définie par la partie imaginaire de zn est
géométrique. Étudier la monotonie de (Re zn)n∈N.

3 �

Raisonner par l’absurde.

4 �

Fixer ε dans

]
0,

1

2

[
et montrer qu’à partir d’un certain rang

|zn −1| < 1

2
ou |zn +1| < 1

2

ce « ou » étant exclusif.

5 �

On pourra remarquer que |z −a|2 = |z|2 −2Re(az)+|a|2 pour tout (a, z) ∈C2.

6 �

Pour le 1., on utilisera la technique de la quantité conjuguée pour « fabriquer » des éléments positifs de B

aussi petits que l’on veut. Pour la fin de l’exercice, on procèdera comme dans la démonstration de la densité
deQ dansR vue en cours.

7 �

Au 4., on montrer que tout intervalle ]x, y[ avec x < y contient un élément deZ
[p

2
]
.
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