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Létude des mathématiques est comme le Nil, qui commence en modestie et finit en
magnificence.
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I. Généralités sur les suites

o® Un produit f
Soit (1) >0 et (vy) >0 deux suites a valeurs dans [0, 1] telles que u, v, — 1. Montrer que u, — let
— 400 —T00
U 1.
n—+oo
Q® Image d’une suite par une fonction f

Soit (1) nelv une suite de nombres réels telle que 0.

1+ u2 n—+oo

1. On suppose dans cette question que (u,) ,cIN st bornée. Démontrer que u;, — 0.
n—+oo

2. La suite (uy) 5N est-elle nécessairement bornée ?

Q® Grand classique des suites extraites f

Soit (1) € RN telle que les suites (u2,), (u2,+1) et (u3,) convergent. Prouver que (u,) converge.

n Q® La série harmonique f

1
Soient >1letH, =) —.
-1 k
1. Montrer que (H,) est croissante. Qu'en déduit-on quant au comportement asymptotique de (H,,) ?

1
2. Montrerque Vn >1,Hy, - H, > 7 Décrire le comportement asymptotique de (Hj,).

Q® Le lemme de I'escalier ff
. = u
1. Soit (1) e RN et £ € R tels que Upy1 — Uy ¢. Montrer que 2 ..
n—+oo n n—+oo
2. Soit (uy) € (R} )]N et £ € RU{+o0} tels que Untl . ¢ Montrer que {/u, —— ¢.
+ - U, n—+oo n—+00
1/
L ) , . 2n) " vn!
3. Etudier le comportement asymptotique des suites définies par a,, = etb, =—.
n
a Q® Partie fractionnaire de la racine carrée fff

Pour x € R, on note {x} = x — | x| la partie fractionnaire de x. Montrer que ({v/n}), ne converge pas.
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II. Suites monotones

X Un inusable du genre f

Soient p et g deux réels strictement positifs tels que p+ g =1 et p > gq. Soient (u,) et (v,) deux suites de
réels telles que

Up+l = PUn+qUp
Un+l1 = pUntquy

1. Montrer que les suites (u,) el €t (V) neN SONt adjacentes.

VnelN, {

2. Calculer la limite commune de (¢;) ;e €t (V5) nelN-

a 0@ Suites bornées convexes ou concaves ff

On considere une suite (u,) ,ev bornée telle que la suite (#,,+1 — Uy) eI SOit mOnotone. Montrer que la suite
(Un) new €st convergente.

a Q® Radicaux itérés ff

Si (1) n>1 est une suite réelle a termes positifs, on lui associe la suite (v,);>1 définie par

vn:\/u1+\/u2+---+\/un

1. Montrer que la suite (v,),>1 est croissante.

2. Prouver que si la suite (u#,),>1 est constante, alors (v,),>] est convergente. Déterminer sa limite.

3. Que peut-on dire de (v),;>1 Si (Uy) n>1 €st majorée ?

10 RO Moyennes ff

1 1 1(1 1
Soient 0 < by < ao, (@n)n>0, (by)n>o définiesparVn >0, ay1 == (a,+by) et — = — (— + —) .
2 bpe1 2\a, by

2 1(1 1
1. Soit a et b deux réels strictement positifs. Montrer que <= (— + —) .
a+b 2\a b

2. Montrerque Vn >0, b, < bpt1 < ap+1 < ap.
ap — b()
on
4. Etablir que les deux suites (a,,) n>0 et (by) n>0 sont adjacentes.

3. Montrer que Vn >0, 0< a, — b, <

5. Calculer a,b,, pour tout n € IN, puis en déduire la valeur de la limite commune des deux suites.
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11 [eX Oldfashioned ff

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b, (uy) et (v,) les suites définies par

Un+1 = VUnUn
Ugp = a
et VYn=>0,
Upn+1 = T

Prouver que les suites sont adjacentes. Leur limite commune s’appelle la moyenne arithmético-géométrique
de a et b, on ne cherchera pas ala calculer!

III. Etude qualitatives de suites récurrentes

12 R La suite babylonienne f
. ) . .. PP an c
Soit ¢ et ay deux réels strictement positifs. On définit (a,) ,ew par VRe N, a,4 = > + o
ap

1. Montrer que la suite (a,) ,eIv est convergente.

2. Déterminer sa limite.

13 [eXO) Centrale PC-2014 f

1+2x
Soient f:x— x 173 et (u,) définieparug=1letVne NN, u,1 = f(uy).
X

1. Etudier le comportement asymptotique de (u,,).
1

2. Ftablir que -— 1.
un+1 un n—+oo
1
3. En déduire que u, ~ —-
n
14 M Etude de quelques systémes ff

Etudier les suites récurrentes suivantes :

L. Upy1 = vV4+3upy; 3. Up+1=exp(up); nl
5. up= ) In(a—ug), u; =0.
2. Upi1 =exp(u,—1); 4. Uy1 =COSUy; k=1
15 Ko Une récurrence atypique ff
N . L. 1+uy,
On consideére une suite (uy) ;e Vérifiant 0 < ug < ug et Vu e N, u,yo = H—unﬂ-
Un+1

On admettra que la suite (u,) ey est bien définie et a valeurs strictement positives.

LLG € HX6 4



2025-2026 Laurent Kaczmarek

1. Soit (a, b,c) € R3 tel que (c — a)(c — b) < 0. Sans justification, positionner c par rapport a a et b.
)< 0

2. Justifier que (Un+2 — Up+1) (Un+2 — Uy pour tout n € IN.

3. En déduire que, Vrne N, uy, < uzpt1-

4. Préciser la monotonie des suites (U2y,)nelN €t (U2,+1) nelN- Que peut-on en conclure quant a la conver-
gence de (up) peN ?

16 [eXO Suites récurrentes couplées fff
Soit (a,p) € (Ri)z. Soit (an)n>1 et (by) n>1 les suites définies par a; = by =1 et

n

1. Justifier que a, +oo et by, +00.
n o0

n—+oo
an+1
an

2. On suppose dorénavant que la suite de terme général 6, := est monotone APCR.

+o00 et en déduire une absurdité.

bn
+o00. Démontrer que —
n—+00 a, n—+oo

a. On suppose que §;,

P x e s . by
b. En déduire que b, ~ Ban. INDICATION : On pourra s'intéresser a —-

an

IV. Suites définies implicitement

17 (XS] Etude d’une équation

Onnote I = ]—E,E[.
22

1. Soit n € IN. Démontrer que I'équation x + tan(x) = n admet une unique solution sur I. On la notera x;,.

2. Etudier le comportement asymptotique de (x,,) ;0.

18 [9XO) Centrale-PSI 2008 f

Soit n € IN*. On considére I'équation E,, : e* —x" =0.
1. Montrer que, a partir d'un certain rang, E,, admet exactement deux racines positives 0 < u, < v,,.
2. Montrer que (u,) converge vers une limite que I'on précisera.

3. Lasuite (v,) converge-t-elle ?

LLG € HX6 5
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19 [eXO) Une intersection f

Soit n € IN.

nx

. _ . . Tt .
1. Montrer que I’équation e = sin x admet une seule solution sur [0, 5] , hotée x;,.

2. Démonter que la suite (x,),ev converge et préciser sa limite.

3. Justifier que nx, ~ —Inx, puis que Inx,, ~ —Inn et en déduire un équivalent de x,.

20 fXo Centrale-PSI 2010 ff

Soit n € IN*.
1. Prouver l'existence d’'un unique a, € [0,1] tel que a); = cos(ay).

2. Etablir que la suite (a,) converge puis déterminer sa limite.

21 XS Une suite définie implicitement ff

1. Montrer que, pour n € N*, 'équation x" + x"~! +--- + x — 1 = 0 admet une unique solution strictement
positive notée a,,.
2. Montrer que la suite (a,),>1 est strictement décroissante.
1

n—+oo 2'

3. Montrer que a,

yl O @ Une suite de racines ff

Pour tout n € IN, on note f,: x — X3+n (x2 - 1) (fonction définie sur R).

1. Démontrer que, pour tout n € IN, il existe un unique a € R tel que f;(a) = 0. On note x, ce réel.
2. Démontrer que, pour tout n € N, x, € [0, 1].

3. Etablir que x, — 1.

4. Déterminer un réel A tel que x, -1 ~ —-
n

23 XS Posé alI'X ff

1. Montrer que, pour tout n € IN*, 'équation

X m
x€]0,1], tan(—) —

2 :an

admet une solution unique, notée x;,.

LLG € HX6 6
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2. Etudier la suite réelle (x;,) n>1 et donner un équivalent de x,,.

24 [ X PC-2021 fff

1. Montrer que, pour tout 7 > 2, P, := X" + X? + X — 1 admet une unique racine dans R, notée r,.
2. Montrer que la suite (r,),>2 est bornée.

3. Montrer que la suite (r,) ,>2 est convergente et déterminer sa limite £.

4. Donner un équivalent de r,, —¢.

V. Suites définies par une somme ou un produit

il 0 @ Avec partie entiére

. nx
1. Soit x € R. Etudier le comportement asymptotique de la suite de terme général u,, = u
n

. nolkx
2. Soit x € R. Etudier le comportement en +oo de la suite définie par u, = )_ %
n

k=1

26 QKO Posé au concours Mines-Ponts ff

n k
Pour tout x réel et tout entier naturel n, on pose P, (x) = H (xz + 1).
k=0

1. Simplifier I'’expression de P, (x).

2. Etudier la convergence de la suite (P,,(x)).

VI. Comparaison des suites

rrll © @ Quelques équivalents autour du logarithme f

In(1+n%) .
1. Pour (a,p) € R2, on pose Vne N*, u, = % Etudier le comportement asymptotique de u,,.
n

_In(1+a")

2. Pour (a,b) e R} xR, onpose Vne N*, v, = — Etudier le comportement asymptotique de v,,.
n

LLG € HX6 7
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28 LeXO) Up~Upetu,—v, f

Soit (un) n>0 €t (v,) n>o des suites de réels a valeurs dans R .

1. On suppose que u, ~ v,. Peut-on en conclure que u, — v, 0°?

n—+oo

2. On suppose que u, — v, 0. Peut-on en conclure que u, ~ v, ?

n—+oo

3. On suppose que u, - v, —— 0 et v, +00. Peut-on en conclure que u;, ~ v, ?

n—+oo n—+oo

29 QXSO Exemple et contre-exemple f

1. Expliciter deux suites (i) ,elv+ €t (V) new+ @ valeurs dans R\ {1} telles que

Uy ~ Uy, Up 1 et Inu, #Inv,

n—-+oo

2. Soit (4n) nel €t (Vy) nel a valeurs dans R telles que u, ~ v, et v, — 0. Montrer que Inu,, ~Inv,.
—+00

30 KeXO) Quizz d’asymptotique f

Vrai ou faux ? Pour toutes suites (¢,) nelN, (Un) nelN, (Wn) nels €t () nery dans RY
1. ups1~Un;

(Uup~vpetw,~ty,) = Up+ W, ~v,+1ty;

Up~VUp = Up+ Wy~ Vy+ Wy,

Upt+ Wy ~Vp = Up~VUp— Wp;
Pour f:R—R, up~ vy, = [f(uy) ~ f(vn);
Si u, ~ vy, et (vy,) e décroit APCR, alors (u4,) ,eiw décroit APCR;

Si u;, ~ vy, alors u, est du signe de v,, APCR;

Siu,~v,etv, +o0, alorslnu,, ~Inv,;

n—+oo

© © N O G A W N

. Si deux suites (uy) nelN €t (Vy) new Vérifient u, ~ v, alors u); ~ v).

Q® Un classique ff
Soit (s,) ey une suite de réels de limite nulle telle que s, + s;+1 ~ —-
n

1
1. On suppose que (s,),cIN est décroissante, montrer que s, ~ 2—
n

2. Prouver que ce résultat est en défaut si (s;) >0 n'est pas décroissante.

LLG € HX6 8
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32 QXS Sommes et équivalents ff

. N
80it (Un) neN, (Vn) neN, (@n) nel €t (by) pew dans (R3)™ telles que uy, ~ an et v, ~ by.
Montrer que u, + v, ~ a, + by,.

33 [ X-PC 2011 ff

n
Pour n € IN*, on pose u, = Z k!. Donner un équivalent de u,,.
k=1

34 (S X PC-2013 fff

Soit (x,) définie par xo € Ry et Vne N, x,,41 = \/ X, + n2. Déterminer un équivalent de x,,.

VII. Problémes

35 Ko Un couple de suites adjacentes f

L'objet du probleme est d’étudier le comportement asymptotique du couple de suites (a;),>0 et (by)n>0
définies par

a,+b
ag=a, bp=b et Vn>0, an+1:%, bp1 =V ani1by

ou a et b sont des réels strictement positifs.
Partie I - Etude de la convergence

1. On suppose dans cette question que a = b. Que peut-on dire des suites (@) >0 et (by) >0 ?

v ap+1
2(v/ by + /A1)

2. Onrevient au cas général. Etablirque Vi >0, bjy1— ape1 = (b, — ay).

3. On suppose dans cette question que a < b.

a. Montrer que Vne N, a, < by,.

b. En déduire le sens de variation des suites (a;) >0 et (by) n>0-

c. Montrerque VnelN, 0< b, —a, <

d. Montrer que les suites (a,),>0 et (b,) >0 sont adjacentes.

4. Que dire des suites (a,) ;>0 et (b,) >0 lorsque b > a ?

LLG € HX6 9
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Partie IT — Intermede : étude d’'une suite

X
On définit la suite (u©,) >0 par up =cosx, Vn >0, Uy = u,cos (W)

1. Prouver que la suite de terme général v, = u, sin (2_") est géométrique.

2. En déduire I'expression de u, en fonction de n et x pour tout n € IN.

3. Démontrer que la suite (u,) ;>0 est convergente et préciser sa limite.

Partie III — Calcul de la limite dansle casotira < b

1 ¢
Dans cette partie, on consiére le cas particulieroua=1et b= ——pour x € ]0, 2 [
Cos X

On se propose de calculer explicitement £(x), la limite commune de (a;) >0 et (by) n>o0-
1. Justifier I'existence de £(x).

2. Donner I'expression de b; comme quotient de deux cosinus.

Uy, COS (2 u
3. Vérifier que Vn e IN, an:n—z(z) n:_’;.
CoS* X CoS* X
tan x
4. En déduire que £(x) = —
X
36 KO Etude d’une famille de suites ff
L (24n(x))?
Pour tout x € R, on note (u,(x)) ,e la suite vérifiant ug(x) =x et VrnelN, uy4(x) = 1l
n

Partie I — Généralités
1. Justifier que, pour étudier le comportement asymptotique de (u,(x)) ,cv, ON peut se ramener au cas oll

xeR,.

. Soit x et y deux réels tels que 0 < x < y. Prouver que pour tout n € IN, 0 < u, (x) < u,(y).

0.

. Démontrer u, (1)

2

3. Soit x € R tel que (u,(x)) ,>¢ converge. Déterminer sa limite.

4
n—+oo

5

. Montrer que u,(2) +00. INDICATION : On pourra démontrer que Vne N, u,2) > n+2.

n—+oo

LLG € HX6 10
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Partie II — Etude de la convergence

e On note Vy I'ensemble des x € R tels que u,(x) —0 0.
—+00

e De méme, on note Vo, I'ensemble des x € R™ tels que u,(x) +00.

n—+oo

1. Soit x € R,. On suppose qu'il existe ng > 0 tel que uyy+1(x) < Uy, (x). Montrer que (1, (x)) ey est dé-
croissante a partir du rang ng et converge vers 0.

2. En déduire que que R* = Vo UV,

3. Montrer que Vj et V, sont des intervalles. INDICATION : on montrera que ces ensembles sont convexes
en utilisant le I.2.

4, Justifier 'existence de § := supVj et montrer que [0,5[< Vy < [0, 0] et ]§, +oo[< Vo < [6, +00l.
5. Vérifier que 1 <8< 2.

Partie III - Calcul de la valeur critique

Inu,(x
Dans cette partie, on fixe xe R}. Onpose Vne N, v,(x) := 2—':1()
1. Justifier I'existence de v, (x) pour tout n € IN.
. " Ink
2. On pose, pour tout n€ IN*, S, := kX—:l T
. i ) £ . Ink A
a. Justifier I'existence d'unréel A >0 tel que Vke N*, — < —-

2](3 \/zk

b. En déduire que (S;) eIy converge vers un réel que 'on notera .
3. Exprimer v, (x) — v, (x) en fonction de n € IN.
4. En déduire que 8 = e’ ainsi qu'une nouvelle démonstration du I1.4.

5. On suppose dans cette question que x = e.

a. Vérifierque Vne N, v,(x) > S;41—Sn.
b. En déduire le comportement asymptotique de (u,(x)) ,eN-

6. Déterminer les intervalles Vj et Vo, en fonction de 6.

37 MK Dynamique d’une suite récurrente non-linéaire fff

Dans tout le probléeme, n désigne un entier naturel et Q = R2 et on note .# I'ensemble des suites réelles
(u;,) vérifiant :
Ui+ ud
2
On associe a tout élément (x, y) € Q la suite u(x, y) appartenant a . définie par uy = x et u; = y. Le terme

de rang n de u(x, y) sera noté u,(x, y) ou, si aucune ambiguité n’est possible, par u,.

up=>0, u1 =0, et YneIN*, u,4 =

Enfin, A désignant un élément de E, onnoteE) = { (x, ) €Q; up(x,y) = A }

LLG € HX6 11



2025-2026 Laurent Kaczmarek

1. Que peut-on dire de la limite éventuelle, finie ou infinie, d'un élément de . ?

2. Déterminer les suites constantes appartenant a .%.

3. a. Montrer que, si u €. a trois termes consécutifs égaux, alors u est constante.
b. Montrer que, si u € . a deux termes consécutifs égaux a 1, alors u est constante.
c. Que peut-ondirede ue ¥ sidne N\ {0,1}, u, =07?

4. Soit une suite (u,),>0 appartenant a .% et non constante.
a. Comparer les signes de u,+ — u, etde u, — u,_, pour n > 2.

b. Montrer que, s’il existe N > 1 tel que un; soit supérieur ou égal a un- eta uy;, alorsla suite (¢,) ;>0
est strictement croissante a partir d'un certain rang. On établirait de méme que, s'il existe N > 1 tel
que un+ soit inférieur ou égal a un—_; et a uy;, alors la suite (u#,) ;>0 est strictement décroissante a
partir d'un certain rang. La démonstration correspondante n’est pas demandée.

c. Etudier le comportement asymptotique de u(x, y) pour (x,y) = (\/E, 0) et (x,y) =(2,0).

5. Soit (1) >0 € & non constante. On suppose que, pour tout N € N, (1) ,>N n'est ni strictement crois-
sante, ni strictement décroissante.

a. Montrer que (u2y,) >0 et (U2,+1) >0 SONt strictement monotones et de sens contraire. On pourra
montrer que uy et u; sont distincts et envisager les deux cas uy < u; et ug > u;.

b. Montrer que la suite (u,),>0 converge vers 1.

6. Etablir, pour (u,,),>0 € % non constante, I'équivalence des propriétés suivantes :

i) Il existe un entier N € IN tel que uny > 1 et un+1 = 1.
ii) La suite (u,),>0 est strictement croissante a partir d'un certain rang.
iii) La suite (#,) >0 tend vers +oo.

On montrera que, si i) est vérifiée, alors u, > 1 a partir d'un certain rang.

7. Etablir de méme, pour (u,) ;>0 € < non constante, I’équivalence des propriétés suivantes :

i) Il existe un entier N € IN tel que uy et uy+; soient inférieurs au sens large a 1.
ii) La suite (u,),>0 est strictement décroissante a partir d'un certain rang.
iii) La suite (u,),>0 converge vers z€ro.

8. Montrer que Ey, E; et E,, sont non vides et déterminer Eg UE; UE .

LLG € HX6 12
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VIII. Indications

(1 )

Appliquer le théoréme d’encadrement.

8-

On pourra au 1., par exemple, appliquer le théoréeme d’encadrement a (|u,|) neN-

8 -

Prouver que les deux premiéres suites sont convergentes de méme limite en trouvant pour chacune d’elles
une suite extraite qui est aussi extraite de la troisieme.

g -

La suite (H,) étant croissante, elle converge ou diverge vers +oo. L'idée est de prouver par I'absurde qu’elle
diverge vers +oo.

8 -

Pourle 1., appliquer le lemme de Césaro a u;+1 — u;. Pour le 3., considérer In(u,). On trouve que a,

4

n—+oo

eth, ——1/e.
n—+oo

O -

A quoi ressemble le graphe de x — {\/x} ? Trouver deux suites extraites de ({v/n}) .,y convergeant vers des
limites différentes.

(7 o

Utiliser u, + v, et u, — v,.

B -

Montrer que (1) ,ey €st monotone APCR.

B -

Au 2., vérifier que v,,+1 = v/u, + U, : on est ramené a I’étude d'une suite récurrente. Au 3., noter @ un ma-
jorant de (u,) et vérifier que (v,) est majorée par une suite récurrente (a,). Utiliser le fait qu'une suite
convergente est majorée.

(10

Tout découle de (a — b)? > 0. Pas besoin de récurrence pour le 2. Raisonner par récurrence au 3. Le 4. est
immeédiat. a, b, = agby.

LLG € HX6 13
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o -

X+
On partira des inégalités suivantes :si0<x < y,0<x < /Xy < Ty <y.

o -

La suite est minorée par c et décroissante.

o -

On pourra appliquer le théoreme de Césaro au 3.

o -

Commencez par une étude graphique.

o -

La suite (u;) ,ev converge;

o -

by
Au 1., intéressez-vous a la monotonie de (a;),>1. Au 2., intéressez-vous a la suite de terme général —-

Qp
@ -

Remarquer que x — x + tan x est bijective de I sur R.

o -

Par bijectivité du logarithme de R} sur R, I'équation (E,) est équivalente sur R} a x — nlnx = 0. La suite
(u,) converge vers 1 et (v,) diverge vers +oo.

o -

La suite (x;) ;e est décroissante.

e -

La suite (a;,) est croissante et a, ——— 1.

n—-+oo
5

1. Considérer 'application f;,: x+— x* +x" 1 +... + x - 1.

2. Utiliser la monotonie de f;,.

3. Lexpression de f, fait intervenir une série géométrique.

LLG € HX 6 14



2025-2026 Laurent Kaczmarek

B -

Une piste (parmi tant d’autres) pour le 3. : fixer p €]0, 1[ puis étudier la limite de f,,(pn) quand n tend vers
+00.

e -

Simple question de bijectivité au 1.

2 I

Seule la derniere question est délicate. On trouve

. _-1++5

rhn=X2—(2x2+1Dx) +o0(x}) ol xz: 5

8-

Ecrire la définition de la partie entiére a 'aide des inégalités. La suite u,, tend vers x. La suite (1,)) converge
vers x/2.

2o I

Montrer par récurrence que

X
Vx#1, Pp(x) =

(27 I

Si a,

0, alorsIn(1+a,) ~ a, etsi a,
n—+oo n—+oo

e-

: 2 . < U
Se souvenir que u, ~ v, équivauta J* —— 1.

n p—+oo
5

Se souvenir que In(1 + a,) ~ a, dans le cas ou a,

o -
Un

Pour se faire une intuition, on se souviendra que u, ~ v, < -2 ——1 (si v, # 0 APCR).

Un p—+oco
5

Conclure par un encadrement au 1.

+o00, alors In(1 + a,) ~Ina,,.

n—+oo
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32 Ik
Up+v

Former le quotient 2=+ et faire apparaitre 7* et 7%
n n n

an+b
B -

On trouve u, ~ n! par un encadrement.

(34 I

On peut conjecturer que la suite vérifie pour tout n, n—1 < x, < n+ g ou | est une constante réelle.

e -

Au 1, positionner a1, an, by+1, by sur un méme axe peut aider a la compréhension.

oo I

La partie I est globalement du niveau f. Au II.2., on remarquera que le contraire de la proposition 3n € IN,
Ung+1(X) < Up, (X) est

VnelN, upp1(x) > uy(x)

@ -

Beaucoup de raisonnements sont proches de ceux menés dans le probleme précédents, mais ils sont plus
techniques.

LLG € HX 6 16



	Suites numériques
	Généralités sur les suites
	Suites monotones
	Étude qualitatives de suites récurrentes
	Suites définies implicitement
	Suites définies par une somme ou un produit
	Comparaison des suites
	Problèmes
	Indications


